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Siempre he tenido la ilusién de escribir un libro de papiroflexia y por fin aqui esta.

Orisangakus. Desafios matematicos con papiroflexia une dos de mis intereses: la
papiroflexia y la geometria.

Varias de las construcciones del libro son tradicionales y de autor desconocido, otras
son originales mias y el resto son de distintos autores, lo que se indica en cada caso
y también en el indice.

Agradezco a estos autores el haberme permitido publicar sus figuras en este libro.

También agradezco a Vicente Palacios su amistad y su desinteresada ayuda a lo
largo de mas de treinta afios para mantener en mi la aficion por la papiroflexia.

No olvido a Teresa Montafés por su inestimable ayuda en la revision del manuscrito.
Y, por ultimo, aqui no pueden faltar los agradecimientos a mi madre, ya que gracias
a ella disfruto de la papiroflexia desde los seis afos, y, por supuesto, a mi hermano
Rubén Garrido, el dibujante de las imagenes artisticas que han aportado a este tra-
bajo una chispa de su genialidad.
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De una hoja a una figura

Construir un objeto con nuestras propias manos es algo a lo que no estamos acos-
tumbrados, pero que produce una gran satisfaccion.

Este libro es un libro para leer pero también para tocar. Vas a tener que buscar un
atril o poner peso sobre él para que no se cierren sus paginas porque, ademas de
leerlo, necesitaras ver las figuras con las que esta ilustrado. Tampoco vas a poder
sujetarlo, puesto que tendrés las manos ocupadas. Necesitaras papel, no para hacer
anotaciones o resimenes de lo que se dice en el libro sino para dar forma a las
construcciones que aparecen en él.

No es necesario que lo leas por completo, ni que sigas estrictamente el orden de
cada capitulo (aungue si conviene empezar por el principio, porque ahi estan las fi-
guras mas sencillas). Pero, una vez elegido el modelo que quieres realizar, si que va
a ser necesario que sigas los pasos indicados con orden y precision matematicas.

La papiroflexia nos proporciona un modo divertido de acercarnos al rigor y al orden,
a los elementos ideales y a hacer las cosas con detalle para que todo encaje. Apren-
deremos también que la constancia es importante, no todo puede salir a la primera.
Y que practicar es fundamental, tanto para plegar papel como para resolver proble-
mas. En el fondo, lo realmente importante es crear un habito de trabajo y no deses-
perarnos cuando las cosas no salen como deseariamos que fueran. Haciendo papi-
roflexia, aprenderemos matematicas y obtendremos también otras competencias y
habilidades.

Es bien conocido que al doblar una hoja de papel lo primero que producimos es una
linea recta. Para conseguirla no hemos necesitado una regla, sino que lo hemos he-
cho con nuestras propias manos. Esta actividad, hacer cosas con las manos, nos
produce felicidad, puesto que nos sentimos capaces de crear algo. Ademas, los
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ejercicios manuales se recomiendan para ralentizar los sintomas de algunas enfer-
medades degenerativas. Plegar papel (también hacer puzles o punto de cruz) es un
estupendo ejercicio para nuestro cerebro. iY ademas es divertido!

Imaginemos que tenemos una hoja de papel y supongamos que queremos partirla
en dos trozos iguales con las manos, sin tijeras ni cutters ni otro elemento. ¢Qué
hariamos? Probablemente, la plegariamos haciendo coincidir las esquinas, marcaria-
mos fuertemente el doblez con las ufas, y de ese modo podriamos cortarla con las
manos. Asi, si hemos elegido plegar por el mas largo de los lados, estariamos pasan-
do de una hoja de tamafio A4 a una A5 o del tamarno A5 al A6. Por el camino, po-
driamos haber hablado de potencias o incluso de la raiz de 2, relacionada con las
areas de estos formatos de papel.

Las matematicas aparecen de modo natural en el plegado. Si hubiésemos elegido
plegar por el lado mas corto de la hoja y rompiésemos después, obtendriamos 2 tiras
de 10,5 cm x 29,7 cm. Si rompiéramos cada una de esas de nuevo longitudinalmen-
te obtendriamos 4 tiras de, aproximadamente, 5 cm x 29,7 cm. Este ejercicio lo hago
con estudiantes de primaria para construir cintas de Moebius. iNo estan acostumbra-
dos a cortar con las manos!

Con este simple ejercicio de plegado hemos hecho geometria. Recordemos que el
término geometria viene a significar <medida de la tierra> y en el ejemplo que acaba-
mos de presentar, uno de los mas sencillos que pueden presentarse, o que estaba-
mos haciendo era medir, ya que rompiamos el rectangulo hoja de papel en dos
rectdngulos con las mismas dimensiones. Y sin necesidad de regla, cartabén ni
unidades de medida.

Esas son las medidas indirectas, que resultan muy Utiles, pero no suelen aparecer
explicitamente en los programas de las asignaturas. A pesar de que la medida por
comparacion sera la que mas utilicemos posteriormente: sabemos si una persona es
mas alta que otra comparandolas. También sabemos si un lugar estd mas cerca o
mas lejos que otro, comparando distancias percibidas. Normalmente no vamos a
medir con exactitud la distancia entre dos lugares ni la altura de dos personas.

Plegando papel podemos construir poligonos regulares. ¢{Como podemos obtener
un triangulo equilatero a partir de una hoja rectangular A4? No parece que la res-
puesta sea muy sencilla, pero si que es posible. No obstante, el simple hecho de
plantear esta pregunta nos conduce a pensar en angulos: en el triangulo apareceran
angulos de 60° mientras que los de la hoja de papel son de 90° ¢Nos veremos
obligados a tener que trisecar un angulo? Sabemos que con regla y compéas no po-
demos conseguirlo, pero plegando papel si que vamos a ser capaces de hacerlo.
Pero... ¢de qué modo? Estéa claro que lo que vamos a necesitar en todo momento es
creatividad y enfrentarnos a un nuevo modo de trabajo.

Sinos quedamos en el terreno de las construcciones geométricas, podemos aumen-
tar la complejidad de las mismas pasando del plano al espacio: construyendo polie-
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dros en vez de poligonos. En este libro algunos de estos cuerpos se construiran por
plegado simple, pero otros seran ejemplos de papiroflexia modular, en la que las
estructuras se montan a partir de unos cuantos (a veces bastantes, o incluso dema-
siados) modulos iguales.

La papiroflexia es lo que tiene: hay figuras que se pueden construir de una manera muy
sencilla pero hay otras que encierran una enorme complejidad. Esas figuras “para ex-
pertos” no son objeto de este libro, pero son auténticos retos y también encierran mu-
chas matematicas. De hecho, el arte de la papiroflexia esta avanzando en los ultimos
tiempos desde que se ha introducido el uso de ordenadores en el andlisis y disefio del
plegado que se ha de hacer en una hoja de papel para obtener figuras increibles.

Con papiroflexia podemos trabajar conceptos como simetrias, giros y traslaciones.
También permite ilustrar la demostracion de algunos teoremas fundamentales de la
geometria, como el de Pitagoras. O verificar relaciones geométricas: con papiroflexia
podemos constatar que la suma de los angulos de un triangulo es de 180°. Y tam-
bién tendremos que utilizar, en ocasiones, las relaciones de semejanza que nos
proporciona el teorema de Thales.

En definitiva, la papiroflexia nos proporciona un sinfin de ejemplos motivadores y un
método que nos permite explorar relaciones geométricas de un modo ameno. Aun-
que plegando papel no vamos a ser capaces, en general, de obtener pruebas mate-
maticas validas (bueno, si, podemos probar que en ese ejemplo concreto que hemos
construido se cumple la propiedad que buscamos), si que obtendremos ejemplos
tangibles que nos permitiran desarrollar ideas abstractas, lo cual es muy necesario.

La papiroflexia, y ahora nos salimos del ambito de las matematicas, tiene otras virtu-
des: el movimiento manual necesario para hacer un plegado estimula mas areas
cerebrales que el simple trazado de lineas con una regla en un papel. Ademas, mien-
tras estamos plegando también tenemos que plantearnos la mejor manera para su-
jetar nuestro objeto sin que se rompa o deteriore, y asi entenderemos lo que es la
precision matematica. Si estamos plegando un cuadrado de papel a lo largo de sus
diagonales veremos que tiene que quedar perfecto (y en el transcurso de esa opera-
cion nos enfadaremos con los fabricantes de papel, que nos venden como cuadra-
dos otros cuadrilateros distintos). Esa precision es necesaria para que unas piezas
encajen con las otras perfectamente y no se produzcan defectos ni excesos.

En algun momento de nuestra vida todos hemos hecho un sombrero, un barquito,
una pajarita o un avién de papel. Ademas, seguro que nos hemos quedado con ga-
nas de hacer estructuras mas complejas y bonitas. Ahi reconocemos triangulos y
rectangulos y si, una vez hecho un sombrero, desplegamos la hoja de papel que
hemos utilizado, veremos todas las lineas por donde hemos ido plegando. En ese
momento podemos pensar en el proceso de doblar y desdoblar que nos ha llevado
a esa construccion. Ahi nos apareceran muchas relaciones geométricas, fundamen-
talmente de simetria. Nos apareceran distintos poligonos y podremos preguntarnos
cosas sobre ellos.
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Esa es una de las particularidades de este libro: cada figura de papiroflexia viene
acompafada de una cuestion matematica, relacionada con el modelo que se acaba
de construir.

La papiroflexia tiene aplicaciones en la vida diaria, en la ciencia y en la tecnolo-
gia. Ademas de los plegados que aparecen en muchos libros infantiles, se utili-
zan ideas de papiroflexia en los satélites espaciales: interesa que cuando el sa-
télite esta acoplado al cohete que lo va a poner en orbita ciertas partes del
mismo estén plegadas, pero que cuando ya esté circulando se abran. Eso se lo-
gra, con otros materiales, pero con construcciones similares a las que aparecen
en este libro. Las técnicas empleadas para hacer modelos de origami también se
emplean en arquitectura y en el disefio de moda: hay trajes hechos a partir de
modulos de papiroflexia.

Hay matematicos de primera linea que investigan y publican sobre el plegado de
papel. Otros hacen construcciones que son auténticas obras de arte. También
los modelos de papiroflexia se pueden utilizar en otras disciplinas: podemos
ilustrar la doble hélice del DNA plegando papel. Es mucho mejor que usar sim-
plemente una foto y, ademas, se puede trabajar de modo cooperativo constru-
yendo los modulos entre diferentes personas. También podemos plegar otras
estructuras, como una pelota de futbol (icosaedro truncado para los matemati-
cos, fullereno para los quimicos o los arquitectos y futboleno para muchos aficio-
nados al deporte). El papel es relativamente barato y con él se pueden hacer
modelos de bajo coste.

En el titulo de este libro también aparece el término sangaku. Un sangaku es una
tablilla de madera que contiene problemas geométricos. Estas tablillas se colgaban
en los templos japoneses como ofrendas a los dioses. Del mismo modo, el arte del
origami también tiene su inicio y desarrollo en Japodn. Asi que este titulo junta dos
palabras de origen japonés para poder describir perfectamente el contenido del libro:
por una parte aprenderemos a construir figuras por medio del origami y por otra nos
plantearemos problemas geométricos, similares a los que aparecian en las tablillas
de los templos.

Obviamente los problemas se restringiran a cuestiones sobre poligonos y poliedros,
sin tratar problemas relativos a circulos y circunferencias, que si aparecen en los
sangakus reales. Asi que... el extrafo titulo de este libro es en realidad un juego de
palabras que nos incita a jugar y descubrir.

Y, ya que hemos hablado del libro, ahora toca hablar sobre su autora. Belén Garrido
es una polifacética profesora. No recuerdo hace cuantos afios nos hemos conocido,
pero si recuerdo que ha sido en alguna Feria de Ciencia o en alguna edicion de
Ciencia en Accion. Cada vez que la veo tiene un nuevo proyecto. Es incansable. Si
entramos en su pagina web podemos ver toda la actividad que ha desarrollado en el
ambito educativo. Centrandonos en los trabajos que mas tienen que ver con la papi-
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roflexia, podemos referimos a sus trabajos sobre papiromoléculas’, en los que des-
cribe como realizar diferentes moléculas plegando papel y cémo las utiliza en sus
clases de quimica.

Es importante conocer el contexto en el que se realiza este libro. Aunque Orisan-
gakus plantea fundamentalmente construcciones matematicas, los apartados de
ampliacion de informacion que existen al final de la descripcion de cada figura nos
van a ayudar a afianzar la relacion de las matematicas con otras disciplinas, mostran-
do que no son una ciencia aislada, sino que nos encamina hacia una tarea y un co-
nocimiento multidisciplinares. Y digo bien, ya que Belén también ha colaborado con
el portal Divulgamat, centro de divulgacion de las matematicas de la Real Sociedad
Matematica Espafiola, en la seccién de papiroflexia y matematicas.

Belén y yo compartimos otra aficion: la magia. Y sus progresos en magia son mayo-
res que los mios en papiroflexia. Quiero comentar esto porque me sorprendieron
mucho los estuches que hace para guardar las barajas. Normalmente las barajas se
nos deterioran (eso de llevarlas siempre en el bolsillo del pantalén hace que el carton
del estuche sufra bastante). Pues Belén lo ha resuelto. No con técnicas de origami,
porgue ha tenido que cortar, no Unicamente plegar, pero si creo que ha influido su
experiencia.

A lo que me refiero es a que ha construido (con las dimensiones adecuadas, como
no podia ser de otra manera) estuches para las barajas ique no se deterioran! Claro,
la clave es el material que se utiliza para hacer el estuche (bueno... y la habilidad para
construirlo). Ese material no es caro, y ademas contribuye a fomentar el reciclaje,
puesto que con lo que hace las fundas para las barajas de cartas es sencillamente
con cartones de leche vacios.

En definitiva, el libro que estas a punto de leer es un libro que disfrutaras. Por el ca-
mino aprenderas matematicas y a hacer figuras de papiroflexia y, ademas, te diverti-
ras. ¢Se puede pedir mas? ...pues nada, busca una hoja de papel y preparate, ico-
mienza el espectaculo!

Fernando Blasco
Profesor de Matematica Aplicada
en la Universidad Politécnica de Madrid.

1 Papiromoléculas: modelos moleculares de papiroflexia para estudio de la geometria molecular
en el libro "Aprendizaje Activo de la Fisica y la Quimica”. Paginas 27-24. Varios autores. Equipo Sirius,
2007. (http://quim.igi.etsii.upm.es//vidacotidiana/Libro.htm).
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En los templos sintoistas y budistas de Japdn, durante el periodo Edo (1603-1867),
podian observarse, suspendidas en los aleros de los tejados, multitud de ofrendas
que los fieles hacian en papel o en tablillas de madera. Entre estas tablillas habia
algunas con figuras geométricas dibujadas en vivos colores que planteaban fasci-
nantes problemas geomeétricos. Eran sangaku, término que literalmente queria decir
“tablilla matematica”. En la actualidad se han llegado a recuperar y clasificar 825
sangaku, la mas antigua de las cuales se remonta a 1683.

Todo apunta a que se trataba de matematicas puramente recreativas y que eran practi-
cadas por campesinos, comerciantes o samurais, por el puro placer de resolver un
problema. La mayor parte de los problemas planteados trataban sobre geometria eucli-
diana y especificamente sobre circulos, elipses, esferas, figuras dentro de otras figuras y
también sobre el célculo de volumen de diversos sdlidos. Una gran parte de estos pro-
blemas se pueden resolver utilizando los conocimientos sobre Geometria que se impar-
ten en los cursos de Educacion Secundaria, otros requieren matematicas superiores.

Aprovechando el concepto del reto matematico planteado en los problemas san-
gaku, presento Orisangakus. Desafios matematicos con papiroflexia, un libro con
cuarenta actividades basadas en la papiroflexia (origami en japonés). A estas activi-
dades las he denominado orisangaku; en cada una de ellas se propone la construc-
cion de una figura de papiroflexia, a partir de unos diagramas, y se plantea un desa-
fio consistente en la resolucion de algun problema geométrico basado en esa figura.
Los retos que se proponen son de distinta complejidad y todos ellos se pueden re-
solver utilizando conceptos geométricos basicos.

La estructura de las actividades es similar en todas ellas. En primer lugar, se dan
instrucciones para construir una figura doblando papel; se usan dibujos con la sim-
bologia especifica de la papiroflexia y también se incluyen algunos textos explicati-
vos. Después se propone un problema basado en la figura de papel, a modo de
desafio geométrico. Para resolverlo, necesariamente se han de analizar desde un
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punto de vista geométrico los dobleces y se han de hacer distintos calculos para
llegar a la solucion final. Después de cada orisangaku, hay un apartado de contenido
variado. En el apartado de Soluciones se propone un posible camino para resolver el
desafio propuesto en cada orisangaku.

Este libro puede ser interesante para cualquier persona amante de la papiroflexia y
de las matematicas recreativas. También puede ser utilizado como recurso en el
aprendizaje de las matematicas en la Educacion Secundaria.

En el estudio de la geometria resulta una ayuda eficaz el uso de recursos, como la
papiroflexia, que permite a los estudiantes generar sus propias figuras y trabajar so-
bre ellas distintos conceptos geométricos. En una figura de papiroflexia hay un gran
componente geométrico si se considera el modo exacto y riguroso en que se debe
doblar el papel.

La exploraciéon de los aspectos geométricos de las figuras de papiroflexia se puede
utilizar para investigar las relaciones entre los elementos geométricos de las figuras,
descubrir sus propiedades caracteristicas y aprender a utilizarlas en la solucion de
problemas.

Se fomentan el uso y la comprension de conceptos basicos de geometria (diagonal,
mediana, vértice, bisectriz, etc.), el analisis de las propiedades de diversas figuras
geomeétricas, la identificacion de relaciones de simetria y semejanza, el uso de los
teoremas de Thales y Pitagoras y de conceptos trigonométricos para obtener medi-
das y comprobar relaciones entre figuras.

El estudiante desarrolla igualmente la capacidad de producir conjeturas, comunicar-
las y validarlas. También debe generar demostraciones utilizando un lenguaje mate-
matico béasico adecuado. Por otro lado, los desafios con figuras geométricas llaman
la atencion y se puede aprovechar su potencial para generar actividades abiertas y
favorables a la exploracion de las propiedades de las figuras geométricas.

Ya gue en muchos de los problemas propuestos no hay un Unico camino para llegar
a la solucion, el alumno ha de crear vy justificar el suyo generando demostraciones
con un lenguaje matematico basico adecuado. No basta con que los alumnos co-
nozcan y utilicen con propiedad el lenguaje de la geometria y recuerden los nombres
de las figuras o las formulas para los distintos calculos; es necesario que exploren e
investiguen las propiedades geométricas de las figuras para poder utilizarlas en la
resolucion de los desafios propuestos.

Cualquier profesor puede crear sus propios orisangakus y, segun sean Sus conoci-
mientos de papiroflexia, puede disefar una gran cantidad de actividades de distinta
complejidad tanto sobre geometria en el plano como en el espacio. También es muy
interesante proponer a los alumnos que disefien sus propios orisangakus para fo-
mentar el desarrollo de su creatividad geométrica.

Belén Garrido
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La invencién, a mediados del siglo xx, de un codigo internacional de simbolos para
representar los dobleces ha contribuido a la unificacién de la papiroflexia y también

a su propagacion, al salvar la barrera del idioma.

iy
I TS
siveoLo [-1-—-1 |- =
Pliegue Pliegue en Doblar y Hundir,
ACCION en valle montafia desdoblar aplastar
RESULTADO ' Q
siMBOLO : |'\5
% @ N \ /
i S
ACCION Cort Dar la vuelta Ampliar Reducir
aner al modelo el dibujo el dibujo
RESULTADO
- s
Color atras Color delante
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1. Ave acuatica

Esta figura tradicional es una de las mas sencillas de este libro. Se puede hacer con
0 sin cola.

CUERPO

a0 &

Sostener firmemente en las zonas del asterisco.
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COLA /\
1

£
a &

s
,
w |

Encajar
la cola

El reto de este orisangaku

Si el papel cuadrado de partida es de 15 cm x 15 cm, calcula el area del pentagono
que aparece en la Figura 5.

Y ademas puedes descubrir...
iBonito servilletero!

Si haces la cola con una servilleta de colores vistosos puedes utilizar esta figura
como soporte de servilletas para una fiesta.
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2. Dos barcos de vela

¢Quién no ha hecho alguna vez un barco de papel? Aqui se presentan dos barcos de
vela tradicionales. El primero puede flotar sobre el agua y navegar si se sopla suave-
mente sobre él.

BARCO A

y 4 Soplando por aqui
&l barco se movera
hacia delante

4

BEARCO B

Dar la
vuelta
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o A\

Doblar Soplando por aqui
formando el barco se movers
un angulo hacia delante

de 90°

—

El reto de este orisangaku

Si en el barco B doblas el papel hasta la Figura 4 y desdoblas totalmente, veras mu-
chas lineas marcadas. Identifica en ellas dos pares de angulos complementarios y
suplementarios y determina sus valores.

¢Queé relacion tiene la superficie de la zona coloreada del barco A, que se ve en el
diagrama 4, con respecto a la superficie del cuadrado de partida?

Y ademas puedes descubrir...
iCarreras de barcos!

Antes de hacer los calculos puedes hacer una carrera de barcos con tus amigos,
colocando los barcos en una superficie lisa y soplando apropiadamente.
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