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Este libro contiene una amplia coleccion de problemas, acertijos, actividades y puzles
de contenido matematico, adecuados para nifios de Educacion Infantil y de los pri-
meros afios de Educacion Primaria. Solo por ello ya deberia ocupar un lugar desta-
cado en los textos de matematicas con vocacion de divulgacion y apoyo a la docen-
cia. Seguramente debido a una visién reduccionista de en qué consisten las
matematicas elementales, existe un cierto vacio en lo que respecta a propuestas de
matematicas inteligentes dirigidas a nifios de corta edad.

Pero este texto es mucho mas que eso: contiene no solo las propuestas de proble-
mas y actividades, sino también, y sobre todo, el relato de como un grupo de nifios
reacciona ante ellas: lo que entienden y lo que se les escapa, las ideas que se les
ocurren (sean acertadas o erréneas), qué actividades captan su interés y cudles les
aburren.

En suma, se trata de un relato pegado a la realidad del proceso de aprendizaje que
resulta del mayor interés para maestros, padres y, en general, para cualquier persona
interesada en la educacion, pues pocas cosas hay mas reveladoras sobre el apren-
dizaje que indagar en los procesos mentales de un nifio que se enfrenta a activida-
des que ponen en juego sus capacidades de imaginacion, creacion y razonamiento.

Un relato, en fin, en el que los niflos son los auténticos protagonistas, como nos re-
cuerda el autor con sus referencias casi continuas a las reacciones de los nifios ante
distintas actividades:

—¢Y en general, en la vida, qué hay mas, cuadrados o cuadrilateros?
—iCuadrados! —responden los chicos a la vez sin el menor asomo de duda.
—Porgque son mas faciles de recortar.

—El pino.

—¢Por qué?

Prélogo 9



—Porque el pino es el mas grande y el abedul es el mas pequefio. Y el abeto es el
mas mediano.

—iYo sé contar hasta nimeros muy grandes, pero nunca lo he intentado!

—iPapa! iYa lo hemos hecho! —me quedo aténito, porque efectivamente lo hicimos
en aquella primera sesién hace exactamente dos afios.

El texto es esencialmente un diario donde Alexander Zvonkin, matematico ruso, re-
gistro las actividades que desarrolld de forma regular (pero adaptada a la edad: se-
siones de media hora con caracter semanal o quincenal, nada que ver con una
“educacion especial”) con un grupo de nifios formado por sus dos hijos y algunos de
sus amigos. Como el autor repite en varias ocasiones, que nadie espere encontrar en
este libro un “método para ensefiar matematicas”; el objetivo es mas modesto —y
mas interesante— porque en la transcripciéon de las sesiones se puede aprender de
los aciertos —y de los fracasos— de sus planteamientos y también se puede apreciar
de forma muy clara la dificultad del trabajo del maestro: lo importante que es saber
estar en silencio mientras los nifios toman la iniciativa y, por encima de todo, lo dificil
que es enfrentarse a la situacion de un nifo atascado ante un problema y como hay
que intentar darle la informacion minima necesaria para sacarle de ese estado, sin
revelarle mas de lo imprescindible sobre el desarrollo de la actividad. Una experiencia
vital llena de emocion que hace exclamar a su autor: Casi me dan ganas de decir:
“iAl diablo las matematicas! iLos nifios son mucho mas interesantes!”.

Un vistazo a la lista de temas que se tratan en las sesiones (la banda de Mobius, un
poco de topologia, intersecciéon de conjuntos, teoria de la probabilidad, (2) ..) puede
sorprender al lector familiarizado con las matematicas que estudian los nifios en
Educacion Infantil y primeros cursos de Primaria. Uno de los mayores logros del libro
es, justamente, mostrar como se pueden disefar actividades que introducen con-
ceptos matematicos avanzados a nifios de edades tempranas y, ademas, de forma
qgue el niflo tome la iniciativa y se convierta en protagonista de la actividad.

El texto puede ser consultado como fuente de ideas para disefiar actividades, aun-
que su lectura completa aporta el valor afiadido de observar la evolucion de los nifios
a lo largo de los afios que dura la experiencia. En todo caso, estamos seguros de que
su lectura enriguecera la perspectiva de los lectores interesados en la ensefianza en
general, y en la ensefianza de las matematicas en particular.

Pedro Ramos Alonso
Profesor Titular de la Facultad de Educacion de la Universidad de Alcala
Madrid, 27 de octubre de 2015
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Cuestion de cultura

En mi época de estudiante en la Universidad de Berkeley, a finales de los ochenta,
mis companeros americanos y yo sabiamos que los europeos del este eran simple-
mente mejores. No es que fueran genéticamente superiores; de hecho, un buen
numero de mis compafieros americanos, entre los que me incluyo, éramos descen-
dientes de inmigrantes de Europa del Este y sabiamos que no éramos tontos.
Muchos de nosotros habiamos obtenido excelentes resultados en olimpiadas ma-
tematicas, incluso a escala internacional, pero en Berkeley, los europeos del este,
tanto alumnos como profesores, eran conocidos por su intensidad. Los seminarios
en los que predominaban los americanos tenian una duracion razonable: una hora.
Sin embargo, en un seminario ruso o rumano el debate podia prolongarse hasta
bien entrada la noche. Algunos de nosotros deciamos en broma que los rusos en
realidad venian de Krypton y adquirian superpoderes cuando se instalaban entre
Nnosotros.

Bromas aparte, nosotros, matematicos en ciernes, comprendiamos que lo unico real-
mente importante no era la inteligencia o el conocimiento puro y duro (los america-
nos tienden a rezagarse en esto Ultimo en comparacion con alumnos de otras nacio-
nalidades). Lo que realmente importaba era la pasion. La forma de alcanzar el éxito
en las matematicas, como en cualquier otra actividad, es que despierten en ti el in-
terés, el amor y la obsesion. En esto, los europeos del este eran claramente superio-
res; poseian una ventaja cultural. Habian sido entrenados desde pequefos para amar
las matematicas con mas intensidad.

Durante muchos afios, en un tiempo que se remonta al menos a la era de los Sput-
nik, América ha padecido una especie de complejo de inferioridad educacional. In-
tentamos ponernos al dia, buscando por todas partes los ingredientes secretos utili-
zados por otras naciones. ¢Deberiamos adoptar el curriculo que siguen en Singapur?

Prologo 11



¢Llevar a nuestros hijos a clases extraescolares en academias Kumon? ¢Ensefarles
meditacion? ¢Yoga?

Nada de esto es malo; examinar las practicas de los demas tiene que ser, por fuerza,
enriguecedor, pero no son los ingredientes lo verdaderamente importante. No existe
una salsa magica especial; lo gque hace falta es una cultura de indagacion intelectual
que sea apropiada para nosotros.

De las muchas y muy loables técnicas didacticas que se utilizan en el mundo, una
de las que mas fascinan a la comunidad matematica americana es la de los Circulos
Mateméticos' practicada en la Europa del Este. La mayoria de los Circulos Matema-
ticos poseen ciertos rasgos que los distinguen de simples clubes matematicos.

En primer lugar, la integracion es vertical: alumnos jovenes interactian con otros
mayores, estudiantes universitarios, licenciados, matematicos industriales, profesores
e incluso investigadores de talla mundial, todos dentro de la misma sala. El circulo no
es tanto una clase como una reunion de jovenes aprendices con los ancianos de la
tribu en un acto de transmision de las tradiciones.

En segundo lugar, el “curriculo”, si es que se puede denominar asi, lo forman en su
mayor parte problemas mas que temas matematicos. Un problema, a diferencia de
un ejercicio, es una cuestion matematica que uno no sabe como abordar, al menos
inicialmente?. Por ejemplo, multiplicar 4 por 3 es un ejercicio para la mayoria de la
gente, pero es un problema para un nifio pequefio. Calcular 4% también es un ejer-
cicio, conceptualmente muy parecido al anterior y ciertamente mas dificil, pero solo
en el sentido “técnico”. Del mismo modo, la pregunta “calcula J,e*sen 3x dx” tam-
bién es un ejercicio para estudiantes de calculo en el que solo se necesita conocer
el algoritmo correcto y como aplicarlo.

Los problemas, por el contrario, no se presentan vinculados a algoritmos concretos.
Su propia naturaleza hace que sea necesario hacer investigacion, o que es al mismo
tiempo un arte y una ciencia que requiere conocimientos técnicos combinados con
estrategias psicologicas; 1o que yo llamo las “tres ces”: concentracion, confianza y
creatividad. En los circulos matematicos se transmiten estos conocimientos a los
alumnos, no a partir de una educacion formal, sino practicando las matematicas y
observando coémo las practican otros. Los estudiantes aprenden que un problema
que merezca la pena resolver puede suponer no minutos, sino posiblemente horas,
dias y hasta afios de esfuerzo. Trabajan con algunos de los problemas clasicos y
descubren en qué medida pueden ayudarles a investigar sobre otros. Aprenden a no

' El término procede del ruso maTemaTHuecKHil KpyxoK, que significa literalmente “circulito ma-

tematico”.
2 Mucha gente utiliza indistintamente las palabras problema y ejercicio. Estoy muy agradecido a
Titu Andreescu (natural de Rumania) por explicarme la utilidad de distinguir entre ambas; de hecho,

esta distincion es bastante explicita en los libros de texto rusos desde los primeros cursos.
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rendirse y a convertir los errores y fallos en nuevas oportunidades para seguir inves-
tigando.

En un Circulo Matematico, un nifio aprende a hacer exactamente lo que hace un in-
vestigador matematico. De hecho, realiza una investigacion independiente, pero a un
nivel inferior, y con frecuencia, aungue no siempre, sobre problemas que ya han sido
resueltos por otros.

Por ultimo, en muchos Circulos Matematicos se desarrolla una cultura similar a la que
existe en un equipo deportivo con su intensa camaraderia, respeto por el “entrena-
dor” y sana competitividad (lo ideal es que el “entrenador” sepa dirigirlo bien). La
cultura del Circulo Matematico se complementa en gran medida con competiciones
de resolucién de problemas denominadas “olimpiadas”.

Durante varios anos, otros muchos matematicos y yo mismo nos hemos esforzado
para instaurar esta cultura de los Circulos Matematicos en los Estados Unidos, pero
no a fuerza de imponer modelos rigidos, sino reuniendo a “matematicos adultos” y
jovenes con el propdsito de trabajar sobre problemas interesantes. A lo largo de los
ultimos doce afios aproximadamente, los circulos matematicos han experimentado
un auge rapido por todo el pais, al que ha contribuido el Instituto para la Investigacion
de las Ciencias Matematicas (Mathematical Sciences Research Institute, MSRI), de
Berkeley. Estos circulos no se parecen demasiado entre si ni tampoco son réplicas
exactas de los circulos rusos. Existen diversos grados de intensidad, competitividad
y rigor, y, ademas, estrictamente hablando, ninguno de ellos trabaja con nifios pe-
quefios. Los circulos matematicos para alumnos de ensefianza prescolar son poco
comunes.

Qué es este libro, qué no es, y por qué habria que leerlo

Estas preguntas nos llevan hasta el libro que tiene el lector en las manos. En 20086,
el MSRI patrocind un viaje a Rusia para visitar escuelas especializadas en matemati-
cas y circulos matematicos de San Petersburgo y Moscu. Nuestro anfitrion en Moscu
fue el extraordinario Centro para la Educacion Matematica Continua de Moscu (Mos-
cow Center for Continuous Mathematical Education, MCCME, siglas en inglés que
seguiremos utilizando a lo largo del libro), del que se da mas informacién en la pagi-
na 34.

El MCCME acababa de publicar el libro de Alexander Zvonkin Malyshi i Matematika
(Los ninos y las matematicas), y nos cautivo el relato que hizo el autor sobre la expe-
riencia de dirigir en su casa un Circulo Matematico para alumnos de prescolar duran-
te los aflos ochenta. Regresamos de alli con el libro, uno de los “artefactos” que re-
cogimos, con la esperanza de traducirlo al inglés.

Afortunadamente, la mujer de Zvonkin, Alla Yarkho, era profesora de inglés, y se en-
cargé de preparar una traduccion preliminar que mas tarde fue modestamente edita-
da y anotada hasta convertirse en esta version.
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Como sabe cualquiera gue haya ensefiado o criado a algun nifio, la ensefianza de
las matematicas a nifios pequefios es todo un misterio. ¢De qué son capaces? ¢Qué
es lo primero que deberian aprender? ¢Cuanto deberian esforzarse? ¢Es necesario
que tengan que esforzarse? ¢Habria que presionarlos o dejarlos a su aire?

No hay una respuesta correcta a ninguna de estas preguntas y Zvonkin las trata al
estilo clasico de los Circulos Matematicos: no hace una pregunta y luego la respon-
de, sino que nos muestra el problema —ya sea matematico o pedagdgico— y descri-
be lo ocurrido. Su libro es un relato de lo que hizo, las distintas tacticas que utilizo,
las que funcionaron y las que no, pero, por encima de todo, es un relato de las expe-
riencias de los ninos.

Este libro no es una guia y no pretende mostrar cémo crear precoces investigadores
de éxito. Es la historia personal de las ensefianzas que un matematico intenté trans-
mitir a media docena de escolares. Por otro lado, para quien esté interesado en orga-
nizar un Circulo Matematico o educar a sus hijos en casa, este libro constituira sin
duda una valiosa fuente de inspiracion. No es un manual sobre “cémo ensefar”, sino
mas bien un diario que nos cuenta “esto es lo que ocurrid”.

Zvonkin describe con todo detalle las diferentes actividades creativas que llevd a
cabo, pero es mucho mas que un relato matematico. Sitda el foco de atencién mas
en los nifios que en las matematicas, en un esfuerzo constante por introducirse en
sus cabezas y ver el mundo a través de sus 0jos.

¢Lo consigue? iNo siempre! De hecho, lo mas sorprendente de este libro, uno de sus
mayores encantos, reside en que parte de lo que relata son fracasos. Como alguien
capaz de resolver problemas de manera ejemplar, Zvonkin pone a prueba varias
ideas y trata de ver si funcionan. Si no lo hacen —algo que ocurre con mas frecuencia
de la que podriamos suponer—, intenta comprender el porqué y continda con algo
distinto. Asi es como se hacen las matematicas y asi es como funcionan los circulos
matematicos para escolares.

De todas formas, no hay que preocuparse, Zvonkin no sometioé a los chicos a una
bateria de extranos experimentos. Sus “fracasos” fueron pequefios en comparacion
con lo mucho que consiguid. Tanto si la “actividad” funcionaba como si no, lo que
consiguio fue suscitar un interés serio, y hasta el carifio, de un grupo de nifios muy
pequefos hacia las matematicas.

¢Como lo hizo? El lector tendra que leer el libro para averiguarlo. Todas y cada una
de sus paginas contienen una idea educativa inteligente, un problema matematico
interesante y una historia divertida e inspiradora al mismo tiempo. Es imposible, por
no decir injusto, reducir el libro a una enumeracion somera de puntos. Con todo, y
dado que se trata de la ediciéon americana, lo que viene a continuacién seria el “re-
sumen ejecutivo”.

1. iQue sea divertido! Esta claro que si los nifios no se lo pasan bien con algo, no le
prestaran atencién; es una cuestién de sentido comun, pero también algo mas
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complejo. La diversion alivia el estrés, contribuye a la creacion del concepto de
comunidad y mejora la confianza. Zvonkin da muchos ejemplos que demuestran
que la risa mejora cualquier situacion.

. Preparate concienzudamente, aunque las cosas al final no salgan siempre como
uno las planea. Zvonkin en ocasiones critica su falta de preparacion y no pocas
veces se le ocurren las cosas sobre la marcha, pero un rasgo destacable de su
circulo era la amorosa atencion que tanto él como su esposa, Alla, dedicaban a
idear y preparar una multitud de tarjetas, dibujos, juegos, etc. Las casualidades
afortunadas, algunas de bastante éxito, no surgen de la nada, sino que tienen su
origen en muchas horas de reflexion y trabajo previos.

. Reconoce la individualidad de cada nifio. Otra idea de sentido comun, pero que a
menudo se olvida. Cada nifo no solo es diferente, sino que cambia por momen-
tos. Zvonkin se juzga a si mismo con dureza, hasta el punto de confesarse en no
pocas ocasiones como una persona impaciente e insensible, pero lo cierto es que
esta autocritica introspectiva es lo gue mantiene la conexion entre los nifios y él.
Solo los profesores a los que preocupa su posible falta de sensibilidad pueden
llegar a escuchar realmente a sus alumnos. De hecho, este libro no es mas que
un diario en el que su autor fue anotando detalladamente los resultados de escu-
char, observar y leer la mente.

. Utiliza objetos fisicos (“materiales manipulativos”) siempre que sea posible con el
objeto de suscitar el interés de los nifios hacia el mundo “real”. Los nifios no
aprenden a base de escuchar sentados una charla. Ellos tienen que tocar, mover-
se, contar, recortar, pegar, dibujar, etc.; algo especialmente importante en esta era
moderna dominada por los ordenadores. Zvonkin cuenta una conmovedora his-
toria titulada “iPuedes tocarlo!” (p. 288) en la que unos nifos en clase de infor-
matica prefieren jugar con una antigua calculadora que tiene una manivela que
da vueltas. A lo largo del libro nos damos cuenta de que las personas, en gene-
ral, no solo los nifios, no pensamos sumergidos en el vacio. Parte de lo que nos
distingue como humanos es la conexién que tenemos con el mundo fisico. Los
profesores que no tienen esto en cuenta corren el riesgo de no llegar a sus
alumnos.

. No expligues demasiado. Deja que los nifos lleguen a sus propias conclusio-
nes. Cualquier profesor o padre sabe que esto es mas facil de decir que de
hacer, y Zvonkin da numerosos ejemplos de su lucha particular por dejar a sus
nifos equivocarse y enfrentarse a las dificultades; también de la inmensa alegria
que siente al ver que son capaces de afrontar cuestiones dificiles que se plan-
tean ellos mismos.

. Sé flexible, incluso a la hora de interpretar las normas anteriormente citadas. Un
tema recurrente en el libro es el peligro de caer en la rigidez. Zvonkin descubre
que las mejores sesiones son las que estando bien preparadas dan lugar a afor-
tunadas situaciones imprevistas, es decir, aquellas en cuya preparacion ha inver-
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tido mucho tiempo pero que no salen como habia planeado, lo que le obliga a
cambiar el enfoque. Por el contrario, algunas de las peores experiencias tienen
lugar cuando se cifie al plan establecido pese a lo que le dice su andlisis de las
circunstancias.

Una ultima regla podria ser: “no vaciles en pedir ayuda a otras disciplinas”. El propio
Zvonkin se aventurd en las profundidades de la informatica y la psicologia del desa-
rrollo y en su libro se incluyen consideraciones interesantes sobre el aprendizaje de
los nifios en general. No es ningun experto, la muestra es pequefia vy, por tanto, di-
chas consideraciones tienen bastante de especulacion aunque inciten a la reflexion.
Porgue al final, el objetivo real no es hacer que los nifios piensen en las matematicas,
por maravilloso que esto pueda ser; el verdadero objetivo es hacer que los nifios
piensen. Asi de simple.

Puede que el lector americano se sorprenda, igual que me ocurrié a mi, al leer la
severa critica que hace Zvonkin sobre el sistema educativo soviético. Nuestro com-
plejo de inferioridad nos lleva a pensar que otros sistemas educativos tienen que ser
mejores. Este libro muestra una situaciéon mas compleja: no es en los centros educa-
tivos en si donde radica la diferencia, sino en la cultura extracurricular que comple-
menta su labor o, como Zvonkin podria argumentar, la contrarresta. Para Zvonkin, la
escuela no es tan diferente de la americana: es un tramite que hay que soportar,
mientras que el verdadero aprendizaje tiene lugar en otro lugar. En la escuela apren-
des algoritmos. En el Circulo aprendes a investigar mientras te diviertes.

Como utilizar este libro

Esperamos que este libro llegue a un publico amplio: profesores, padres, matemati-
cos y alumnos. Dado que posiblemente algunos de los lectores no se dediquen a las
matematicas de forma profesional, nos hemos esforzado por hacer un libro lo mas
accesible posible. Contiene gran cantidad de notas explicativas, asi como un indice
tematico breve pero Util que da referencias Unicamente sobre asuntos matematicos,
pedagogicos y psicologicos. Los temas que aparecen en negrita son de especial
importancia. Es posible que el lector relativamente nuevo en el mundo de los circulos
matematicos quiera comenzar buscando referencias a problemas populares para ir
ganando tiempo. Del mismo modo, las referencias a los materiales manipulativos
dan fe de la variedad de objetos utilizados por Zvonkin.

Utilizados de este modo, el indice tematico y las notas permiten que el lector impa-
ciente vaya directamente al punto que le interesa y pueda encontrar ideas que le
resulten Utiles en sus propias aventuras educativas. En cualquier caso, el lector de-
beria leer el libro entero, ya que, tal y como he mencionado, no se trata de un cata-
logo de recursos de enriquecimiento curricular.

Es posible que los lectores que se acerquen por primera vez al mundo de los circulos
matematicos para nifios quieran explorar otros recursos que los ayuden a situarse.
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Zvonkin describe muchos de los libros que utilizo, pero la mayoria son rusos. A con-
tinuacion paso a enumerar una serie de excelentes complementos a este libro en
lengua inglesa. En cualquier caso, el lector debera tener en cuenta que todos ellos
hacen uso de matematicas mas avanzadas que las utilizadas aqui.

e Leer, aunque solo sea eso, cualquier escrito de Martin Gardner, el antiguo editor
de la columna de Scientific American titulada “Mathematical Games” (“Juegos
Matematicos”®). Dichas columnas han aparecido recogidas en distintos volume-
nes, y muchas de ellas estan disponibles actualmente en CD.

e Existen muchos otros libros excelentes que describen los Circulos Matematicos.
Dos de ellos forman parte de la serie Mathematical Circles Library, en concreto:
Circle in a Box, de Sam Vandervelde, y A Decade of the Berkeley Math Circle:
The American Experience, volumen 1, de Zvezdelina Stankova y Tom Rike. Los
dos estan llenos de detalles especificos y practicos sobre diversas actividades.
Ademas, Mathematical Circles, de Fomin, Genkin e ltenberg (American Mathe-
matical Society, volumen 7 de la coleccién Mathematical World) es un relato muy
recomendable sobre actividades realizadas en circulos matematicos rusos con
chicos méas mayores”.

e Muchos libros escritos recientemente contienen ideas fantasticas sobre problemas
y actividades interesantes. Personalmente, mis dos favoritos son A Mathematical
Mosaic, de Ravi Vakil, y Solve This, de James Tanton. Ambos se centran en material
bastante elemental. El segundo en particular es uno de los pocos libros que pres-
tan atencién a actividades sobre fisica.

e Aparte de la Wikipedia (que es bastante fiable en matematicas en comparacion
con la politica, por poner un ejemplo), existe un gran abanico de recursos en linea.
El anteriormente citado MCCME contiene gran cantidad de articulos en inglés®. Cut
the Knot® es una pagina que contiene gran cantidad de material, una miscelanea
interactiva sobre matematicas, mantenida por un inmigrante ruso, Alexander Bogo-
molny. Una visita a la National Association of Math Circles’ (Asociacion Nacional de
Circulos Matematicos) y la Math Teachers’ Circle Network® es una estupenda forma
de introducirse en la creciente comunidad de Circulos Matematicos de los Estados
Unidos. Ademas de encontrar ayuda en cuestiones matematicas, es una forma
muy Util de hacer contactos.

Esta seccion existia también en la versién espafiola de la revista: Investigacion y Ciencia.
Editado en la Biblioteca Estimulos Matematicos con el titulo Circulos matematicos. (N. del T.).
http://www.mccme.ru

http://cut-the-knot.com

http://mathcircles.org

http://mathteacherscircle.org
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Finalmente y a un nivel mas avanzado, el mejor sitio web del mundo para encontrar
actividades sobre resolucion de problemas, al menos en inglés, es The Art of Pro-
blem Solving®. Esta pagina web incluye foros, clases en linea, libros, etc.

Nota sobre nombres y centros educativos rusos

Nombres rusos

La mayoria de los nombres que aparecen en el libro son apodos. En el caso de los
personajes que aparecen repetidamente, utilizamos sus equivalentes apodos in-

gleses'™.

Tabla de equivalencias.

Apodo traducido Apodo ruso Nombre de pila Sexo
Andy Andryusha Andrei Hombre
Dima Dima Dmitry Hombre
Dinah Dina Dina Mujer
Jane Zhenya Evgenia Mujer
Gene Zhenya Evgenii Hombre
Pete Petya Pyotr Hombre
Sandy Sanya Aleksandra Mujer
Sasha Sasha Aleksandr Hombre

Cursos y calificaciones

En Rusia, los niflos empiezan a ir al colegio entre los seis y los siete afios de edad,
aproximadamente un afio mas tarde de la edad a la que los nifios americanos em-
piezan en la guarderia. La escuela primaria dura cuatro afios. Lo que en Estados
Unidos es un “grado” (curso), en Rusia es una “clase”; por tanto, se dice que un
nifio esta en primera clase para decir que esta en primer curso. Estos alumnos
Son nepBoKaaccHUK (pervoklassnik), lo gue hemos traducido como “alumnos de pri-
mer curso”. A veces hemos utilizado la expresion “afio escolar” o simplemente “afio”
para cursos superiores, dado que, por ejemplo, en Rusia la décima clase no se co-
rresponde en modo alguno con el décimo curso americano. De hecho, en la época
en que se escribiod el libro se habria correspondido mas con el duodécimo curso, el
Ultimo afio antes de ir a la universidad.

° http://artofproblemsolving.com

' Se trata de una decision del editor de la serie de libros en inglés a la que pertenece este. Su
objetivo era evitar cierto aire extranjero que no esta presente en el original ruso. En la traduccion
espafola hemos optado por conservar los apodos en inglés. (N. del T.).
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El sistema de calificacion ruso sigue una escala de cinco puntos, donde 5 es la nota
mas alta (equivalente a la A del sistema americano), y 1, la méas baja y rara vez utili-
zada (un 2 también es suspenso).
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Diario de padres

Este libro es un ejemplo de lo que podriamos llamar un “diario de padres”. Los hijos
van creciendo y los padres anotan diligentemente en un cuaderno las cosas que les
van ocurriendo. Leer estas anotaciones afios mas tarde resulta de lo mas interesante,
sobre todo para los padres. Esto no es de extrafar, ya que el diario trata de sus pro-
pios hijos cuando eran pequenos y, de manera indirecta, sobre ellos mismos cuando
eran mas jovenes.

¢Cuantas veces, querido lector, has tenido que mirar fotos de nifios, no ya tuyos, sino
de los demas? Llega una visita a casa, sacan un taco de fotos y empieza el pase.
Después del segundo paquete, uno trata de disimular los bostezos, pero los invitados
insisten en llegar al final. Para ellos, todo lo relacionado con sus hijos o nietos resulta
extremadamente fascinante, mientras que tu no dejas de pensar que todos los nifios
son practicamente iguales.

Ahora, al presentar este libro, me encuentro en una situacién parecida y admito que
esto despierta en mi sentimientos encontrados. Me gustaria ser un observador obje-
tivo e imparcial, pero no puedo. Mi esposa, Alla Yarkho, suele mostrarse severa y
exigente en sus criticas, pero cada vez que coge el libro y comienza a releerlo es
incapaz de parar. Nuestra actitud habitualmente irdnica se evapora y en su lugar
aparecen emociones completamente diferentes.

Este libro trata de nuestro hijo Dima y de nuestra hija Jane. Habla de cuando eran
pequefios y también sobre sus amigos, aunque, como es de esperar, observamos
con mas atencion a nuestros hijos que a los otros nifios. La dificil pregunta es aho-
ra: ¢por qué habria de resultar interesante este libro para otra gente? ¢Por qué
tendria que ser interesante, no solo para nuestra familia, sino para los que no per-
tenecen a ella?

Supongo que la respuesta es que este libro no es Unicamente un diario de las acti-
vidades de mis hijos, sino un diario del funcionamiento de un Circulo Matematico.
Cuando Dima tenia tres afos y diez meses, reuni a tres de sus amiguitos, de la mis-
ma edad o algo mayores, y formé con ellos un Circulo Matematico. Este libro trata
sobre esa inusual experiencia. Puede servir como libro de ejercicios y acertijos mate-
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maticos para nifios de prescolar; pero también describe las reacciones de los peque-
Aos, lo que comprendieron y lo que no, y qué clase de problemas psicoldgicos y
malentendidos encontré por el camino.

Lo mas probable es que un libro de problemas de algebra o geometria, acompana-
dos de historias reales sobre como los alumnos se enfrentan a ellos, sea una lectura
interesante para muchos, pero si €sos alumnos son nifios pequenos, la historia resul-
ta incomparablemente mas atractiva. La evolucién de sus razonamientos, los cami-
nos y las vueltas de su intelecto son mas visibles, mas vividos.

Cuando puse en marcha el Circulo no imaginaba lo emocionante y apasionante que
seria. El resultado fue que durante afios mis lecturas trataron en gran parte sobre
educacion y psicologia. Mas tarde, el espectro se amplioé para incorporar otras mate-
rias como la linglistica, la psiquiatria, la etologia o la genética del comportamiento.
Para mi supuso descubrir un inmenso mundo nuevo. Gané mucho con la experien-
cia, y todo gracias a mis nifos.

Las matematicas para prescolares son relativamente sencillas y, por tanto, accesibles
para cualquier lector, no solo para los especialistas. Esto significa que los lectores
potenciales forman un grupo bastante grande de profesores, padres, abuelos, aman-
tes de las matematicas, psicologos, filésofos y cualquier otro perfil imaginable. En fin,
creo que he conseguido convencerme de que mi libro puede interesar a muchas
personas, no solo a mi, asi que ahora, querido lector, ya puedo recomendarlo con la
conciencia tranquila. De todas formas debo confesar, sin pecar de falsa modestia,
gue muchos amigos que leyeron el manuscrito me animaron a convertirlo en libro.
Numerosas copias circularon primero por Moscu y después por el resto del mundo.
El interés no ha disminuido en los ultimos veinte afios; ello ha sido un motivo mas
para hacer este libro.

¢Por qué un Circulo? ¢Por qué un diario?

Un Circulo, como cualquier otro tipo de actividad sistematica, es una forma de impo-
nerse una autodisciplina. Se puede trabajar con nifios sin Circulo alguno: de vez en
cuando haces preguntas, pides que realicen alguna tarea y analizas los resultados
después. Pero en el mundo real esto casi nunca funciona, y antes de que te des
cuenta, el proyecto termina por evaporarse: ayer estabas muy ocupado, hoy no estas
de humor o te sientes demasiado cansado. ¢Y por qué tiene que ser precisamente
ahora? Seguro que mas adelante tendré tiempo en algin momento, quiza hoy o
quiza otro dia... La consecuencia de todo esto es que al final no se consigue practi-
camente nada. Por el contrario, si sabes que mafiana a las once en punto daras la
bienvenida a cuatro nifios y tendras que entretenerlos durante media hora, la situa-
cion cambia radicalmente. Quieras o no, vas a tener que encerrarte en algun sitio a
preparar algo. Si no se te ocurre nada, tendras que recurrir a algun libro, y cuando le
dedicas tiempo a pensar, tarde o temprano surgen ideas que no habrias tenido de
no haberte impuesto una obligacion. También es posible que se te ocurra algo que
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requiera una preparacion como dibujar, usar tijeras o pegamento. Para llevarlo a cabo
es necesario entonces un sentido de la obligacién mas concreto que la noble aspi-
racion de hacer algo “por la familia”.

Por cierto, a los nifios también les gustan los rituales en sus juegos. Si de repente un
adulto empieza a entrometerse en ellos y a darles la tabarra con enigmas matemati-
cos, se enfadaran y querran que dejen de interrumpirlos cuando estan jugando. Una
cosa muy distinta es que sepan que una vez a la semana, un dia especial y a una
hora determinada, nos reunimos para tratar de temas serios.

Esta es la respuesta breve a la pregunta: “¢Por qué un Circulo?”.

En cuanto al diario, no empecé a tomar anotaciones en un cuaderno nada mas co-
menzar y, sobre todo, no me parecid que fuera muy importante para las sesiones.
Como se ve, el diario comienza en la sesién nimero veintiuno. Las primeras “veinte
semanas” no representan cinco meses como uno podria pensar, sino el doble, ya
gue no nos reuniamos durante las vacaciones de verano ni en otros periodos. No hay
que pensar gue porque hubiéramos decidido reunirnos con regularidad, una vez a la
semana, cumplimos este proposito al pie de la letra. Un dia, a los seis meses de
comenzar, unos amigos me pidieron que les contara lo que habiamos estado hacien-
do. Encantado con la idea, intenté comenzar a hablar, pero en vez del aluvién de
ideas y acertijos que pensé que me vendrian a la cabeza, me quedé extrafiamente
callado al darme cuenta de que, en realidad, solo me acordaba de unos pocos deta-
lles. Ciertamente recordaba la sensacion general de entusiasmo v la arrolladora ener-
gia de los nifios que habia experimentado en cada sesion, pero era como si los de-
talles exactos hubieran desaparecido por el camino. Me senti como alguien al que le
han cortado una pierna y sigue sintiéndola aunque ya no esté.

Jamas habria esperado semejante mala jugada de mi propia memoria y me sen-
ti contrariado y avergonzado. Tras aquello, anoté lo poco que aun recordaba y
decidi que a partir de ese momento, al final de cada clase, haria un resumen
escrito de lo que hubiéramos hecho. De esta forma tendria, por lo menos, una
lista de acertijos a la que podria recurrir para reconstruir el resto de la sesion,
aunque intui que una simple lista de cuestiones y problemas no bastaria para
ello. Al poco tiempo hice mi primer “descubrimiento pedagogico”. Me di cuenta
de que llevar un registro de los acertijos no tenia mucho sentido. No son los acer-
tijos, ni tampoco sus soluciones, 1o que resulta realmente interesante: lo impor-
tante es el proceso de resolucion, el camino que conecta unos con otros. Se
puede decir objetivamente que los problemas matematicos para prescolares son
sencillos (aunque idearlos no lo es en absoluto). Ademas, un nifio puede tardar
afos en resolver un acertijo. No exagero. iAflos! Hay varios ejemplos de ello a lo
largo del libro. En todo ese tiempo la mente del nifio no descansa, no deja de dar
vueltas a las cosas como si estuviera poseido, siempre alerta a cualquier detalle
que pudiera tener algo que ver con los acertijos matematicos. Este proceso de
busqueda de soluciones es lo mas interesante de todo.
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Asi que empecé a afiadir mas y mas observaciones a los problemas de mi lista —his-
torias y anécdotas— y comencé a incluir también no solo comentarios sobre mate-
maticas, sino también otros de caracter mas general e incluso “tedrico” que dieron
como resultado esto que ahora tiene forma de libro.

La siguiente fase fue el proceso de retroalimentacién entre el diario y el circulo. Cuan-
do plasmas tus pensamientos en el papel surgen nuevas ideas, nuevos puntos de
vista y nuevos problemas y temas de estudio. La comprension se hace mas profun-
da; incluso la capacidad de observar parece agudizarse. A veces te acuerdas de algo
que paso6 desapercibido en mitad de la excitacion de la sesion y que podrias haber
olvidado facilmente si no lo hubieras anotado. Esta simbiosis entre el Circulo y el
diario de sesiones funciond tan bien que llegd un momento en que no podia imagi-
nar uno sin el otro.

Por ultimo, pero no menos importante, mis hijos, ahora ya adultos, también leyeron mi
diario. Recuerdan bien muchas cosas, pero a veces su version se contradice total-
mente con la mia. Afadieron sus propios comentarios a peticién mia, lo que sirvid
para enriquecer aun mas el proyecto. En palabras de un amigo, le aportaron un efec-
to estereoscopico.

éSe deberia editar un diario?

Creo que si, estoy absolutamente a favor de ello. Hace tiempo, algunos autores
solian decir cosas como: “Estas paginas no sufriran la humillacion de ser impre-
sas”. Normalmente no eran sinceros al afirmar esto, ya que secretamente confia-
ban en que sus descendientes, emocionados y agradecidos, encontrarian sus
obras y, encantados al ver la modestia y sinceridad de aquellos (“ite das cuenta
de que no tenia la intencion de que vieran la luz?”), las publicarian, proporcionan-
doles asi la gloria eterna. La verdad es que es muy facil pillar a un autor asi por-
gue se pasa las horas explicandose a si mismo muchas cosas que deberia cono-
cer perfectamente. En realidad, es el lector quien necesita todas estas
explicaciones, no él.

Sin embargo, imaginemos que alguien escribe un diario para su exclusivo uso
privado y por casualidad otra persona lo encuentra mas tarde y lo lee. Este lec-
tor podria malinterpretar su contenido de mil formas. Supongamos, por ejemplo,
que alguien en particular cuenta con todo mi respeto —rayano incluso en la
adoracién—, a pesar de lo cual soy perfectamente consciente de sus pequefios
(o no tan pequenos) defectos y manias. Como yo he escrito el diario “solo para
mi”, puedo permitirme algin comentario irénico, burldon o que refleje irritacion
sin necesidad de tener que recordarme a mi mismo que yo siento un gran res-
peto por esa persona. (“No creas que no respeto enormemente a esa persona”.
¢No creas? ¢Quién no tiene que creerlo?). Si leyera el diario alguien que desco-
nociera mi relacion con la persona aludida, podria malinterpretar mis comenta-
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rios. Se quedaria Unicamente con el sarcasmo sin ser consciente de mi profun-
do respeto por ella.

Pongamos otro ejemplo mas pertinente. El tema del libro son los nifos o eso parece.
En realidad hablo Unicamente de un aspecto de sus vidas, que no es otro que su
relacion con las matematicas. Mas exactamente, describo lo que ocurre durante un
periodo de media hora una vez cada dos semanas. Seria una locura pensar que la
vida de un nifio puede reducirse de tal forma. Cada uno tiene sus areas de interés,
sus problemas y sus talentos. Pero si hasta yo mismo lo olvido a veces cuando leo el
diario, ¢qué no le ocurriria al lector que ni siquiera conoce personalmente a los ni-
fios? No comprenderia nada. (Desarrollo esta idea mas adelante en el caso particular
de mi hija. Véase p. 293). Por no mencionar el hecho de que los otrora nifios ahora
son adultos. Dentro de no mucho seran sus propios hijos quienes lean el libro prota-
gonizado por sus padres y madres. El diario que un dia pretendié ser un documental
pasaria a ser ficcion.

No seria exacto decir gue mi diario era un documento intimo estrictamente hablando.
Se tratd mas bien de algo técnico. Lo escribi para mi, pero nunca guardé el conteni-
do en secreto, sino que lo comparti de buena gana con todo aquel que mostraba
interés. De todas formas, su naturaleza técnica ocasion¢ algunos problemas; por
ejemplo, yo no explicaria para mi mismo el problema del lobo, la cabra y la col, ni
darfa detalles sobre el problema de las torres de Hanoi'".

Ademas de esto, el texto original contenia gran cantidad de repeticiones, notas
gue habia que descifrar y explicaciones adicionales. (He dejado algunas repeti-
ciones como estaban, especialmente en los casos en que partiendo de las mis-
mas premisas alcanzaba distintas conclusiones. De esta forma tiene un aspecto
mas auténtico).

Resumiendo, son muchas las razones, tanto éticas como técnicas, por las que mi
diario requeria una buena correccion. Por eso me negué durante muchos afos a
publicarlo tal y como estaba, pese a lo que me sugerian en mi entorno.

¢Por qué tardé tanto tiempo en corregirlo? ¢A qué me dediqué durante todo ese
tiempo? Bueno, la vida es la vida... Sea como fuere, creo que ha llegado el momento
de dejar de irse por las ramas y ponernos manos a la obra.

Reflexiones de un novato sobre matematicas para prescolares

¢Cuando comenzar?

Seguro que todos los lectores habran visto esta escena muchas veces: una madre
joven se esconde detras de una cortina y al cabo de un momento sale sonriendo,
dice “cu-cu... itras!” y vuelve a desaparecer. Su bebé celebra estas apariciones y

""" Dos problemas clasicos que se discuten en las paginas 66 y 338.
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desapariciones aplaudiendo y chillando de alegria. Los dos son tremendamente feli-
ces con este juego y ninguno de ellos imagina que lo que estan haciendo tiene que
ver con las matematicas.

La ultima frase no la he escrito para provocar la sorpresa del lector ni para dejarlo ano-
nadado con una paradoja inverosimil. Lo digo en serio. Segun los psicélogos, hasta los
dieciocho meses, el principal obstaculo intelectual que se le presenta a un nifio es el
descubrimiento de la permanencia de los objetos. Esto significa que un objeto que no
se ve no ha desaparecido por completo; sigue estando en alguna parte, aungue no lo
veamos. El nifio descubre que un objeto tan importante como su mama, aunque se
haya esfumado tras la cortina, sigue estando ahi y enseguida reaparecera.

A medida que el nifio crece, aumenta su comprensién del mundo. Una nifiita muy
pequefa esta jugando a algo que le resulta muy interesante: recoger los bloques de
construccion desparramados por el suelo y darselos uno a uno a su padre acompa-
Aando cada regalo con un grito de jubilo: “iToma!”. Su padre los coge y la nifia se rie
alegremente. La nifia acaba de aprender la palabra “toma” y trata de utilizarla todo lo
posible. De repente, sus torpes manitas cogen dos blogques a la vez. Se para a pen-
sar un segundo vy, ieurekal, le da los dos a su padre diciendo: “iToma-toma!”.

Parafraseando a Pushkin, “seguir los pensamientos de un nifio pequefo es un pasa-
tiempo realmente fascinante””. A los dos afos los nifios ya dominan muchas cosas.
Un niflo de esta edad intenta despertar a su padre por la mafana:

—Papa, ¢estas dormido?
—No —responde el padre restregandose los ojos—, estoy en la cocina, tomando un té.

El nifio se queda estupefacto. Las palabras de su padre contradicen todo lo que él
sabe. Por si acaso, va corriendo a la cocina a comprobarlo y vuelve triunfante.

—No estas en la cocina. Estas aqui. iAqui!

La proxima vez no le engafara tan facilmente. Me gustaria insistir en ese momento
de investigacién independiente en el que el nifio sale corriendo a la cocina para
comprobar que su padre no esta alli. De una forma intuitiva sé que esta iniciativa es
una cualidad muy importante y me gustaria que los nifios la conservaran todo el
tiempo que fuera posible.

Contar en japonés

Tiempo después, al nifio se le ensefiaran matematicas “de verdad”. Como norma
significa que tendra que aprender a contar. Esta claro que saber contar es importan-
te, pero los adultos no siempre son conscientes de lo que esta en juego.

2 Pushkin, el gran poeta ruso, dijo una vez: “Seguir los pensamientos de un gran hombre es un
pasatiempo realmente fascinante”.
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Intentemos ponernos en el lugar del nifio y aprender a contar, pero en japonés. Los
numeros del uno al diez son: ichi, ni, san, shi, go, roku, shichi, hachi, kyu, ju. La pri-
mera tarea consiste en aprender de memoria la secuencia. No es tan facil. Una vez
gue lo hayamos conseguido, pasaremos a la segunda tarea, que consiste en apren-
der a contar hacia atras, de ju a ichi. Una vez dominado esto también, intentaremos
calcular. ¢Cuanto es roku mas san? ¢Shichi menos go? éHachi dividido entre shi? Y
ahora una suma: mama compré en el mercado kyu manzanas y les dio ni manzanas
a cada uno de sus shi hijos. ¢Cuantas manzanas quedan? Solo hay una regla: no se
te permite traducir las cantidades, ni siquiera mentalmente. Con un poco de préactica
se vuelve algo natural. A veces ni siquiera nos damos cuenta.

No fui capaz de apreciar el enorme logro intelectual que supone para los nifios
aprender a contar hasta mucho después, cuando vine a vivir a Francia. Llevo méas de
quince afios aqui, y los numeros todavia se me resisten. El francés tiene un peculiar
sistema para designar los numeros entre 70 y 99. Después del sesenta y nueve dicen
sesenta-diez (70), sesenta-once (71), sesenta-doce (72), etc. Después del sesenta-
diecinueve aparecen cuatro-veintes (80), cuatro-veintes-uno (81), cuatro-veintes-dos
(82), y después del cuatro-veintes-nueve (89) dicen cuatro-veintes-diez (90), cuatro-
veintes-once (91), cuatro-veintes-doce (92) y asi hasta cuatro-veintes-diecinueve
(99). Solo entonces viene el cien. Cuando alguien me dice un poco rapido un nime-
ro de teléfono o la fecha de nacimiento de alguien famoso, créeme, no me resulta
nada facil coger todos los nimeros. Menos mal que no tengo que sumary restar.

(Por cierto, este es el origen de la divertida respuesta, citada con frecuencia en la li-
teratura sobre pedagogia, que dio un alumno de primaria francés a la pregunta:
“¢Cuanto es veinte veces cuatro?”. El chico respondio: “Cuatro-veintes, porque la
multiplicacion es conmutativa”).

¢Eres ya capaz de contar hasta ju? ¢Cuanto tiempo has tardado? ¢Una semana? ¢Un
mes? Ahora ya sabes que no es un problema de aprender de memoria sin mas. De
haber sido asi, o habrias dominado en una hora; pero, si no se trata de aprender de
memoria, ¢entonces qué es? (Eres capaz de aislar a partir de tu experiencia proble-
mas puramente matematicos que estén siempre presentes a la hora de contar, pero
de los que no nos percatemos habitualmente? No es tan facil, ¢verdad?

De todas formas, quiza sea mejor asi, porque, de lo contrario, los entusiastas de
la educacion temprana, en su impaciencia por que el nifio avance, le habrian
explicado algo que no esta en condiciones de comprender y a lo que podria ha-
ber llegado por si mismo.

Geometria de guarderia

Ademas de a contar, otra cosa que se aprende pronto es la geometria basica. Tradi-
cionalmente se cree que los nifios deberian aprender (un poco) lo que son las figu-
ras geomeétricas y las formas como los triangulos, los cuadrados, los circulos, etc., y
a hacer mediciones sencillas. Pero pensemos un momento: si un nifio es capaz de
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diferenciar entre un tenedor y una cuchara con facilidad, épor qué habria de resultar-
le dificil diferenciar entre un cuadrado y un triangulo?

De hecho, no es nada dificil. Lo realmente complicado es aprender a establecer re-
laciones logicas y como manipular las formas geomeétricas. Por ejemplo, muchos
estudiantes de primaria creen que un cuadrado apoyado en un vértice ya no es un
cuadrado, sino un cuadrilatero (figura 1). Por otra parte, comprender la pregunta
“¢Cuales son mas abundantes, los cuadrados o los cuadrilateros?” requiere utilizar la
l6gica con habilidad.

Figura 1. La figura de la izquierda es un cuadrado. ¢Y la de la derecha? Es muy habitual
que los ninos piensen que no: a sus 0jos, un cuadrado apoyado en un vértice pierde
la calidad de cuadrado y pasa a ser un cuadrilatero.

Desde este punto de vista, los cuadrados y los triangulos pierden enseguida su pri-
macia: los acertijos en los que aparecen tenedores y cucharas no son menos mate-
maéticos si nos proporcionan un motivo para pensar'®. Por decirlo de otro modo, las
matematicas escolares trabajan con “nimeros y formas” y asi es como deberia ser.
Sin embargo, no podemos decir gran cosa de estos objetos a los nifios. Esto en un
principio podria significar que no podemos transmitirles una informacion matematica
valiosa cuando lo cierto es que no es asi. En realidad hay un montdn de cosas inte-
resantes que podemos ensenarles, pero tenemos que plantearnos cuidadosamente
cual es el enfoque mas adecuado para ello.

¢Cual es el planteamiento correcto? Bueno, cada uno tiene su propia opinién. A con-
tinuacion hablo un poco sobre este asunto (exagerando a veces para que se vea con
mas claridad mi punto de vista).

Opiniones

1) La sociedad tecnoldgica en la que vivimos actualmente requiere una mayor expo-
sicién de los nifios a las matematicas, incluso antes de comenzar la educacion
formal en la escuela.

Qué aburrimiento. iAl cuerno con tanto requisito!

'* En el original en inglés se usa la expresion food for thought, lo que da lugar a un ingenioso juego
de palabras al mencionarse la comida junto con la cuchara y el tenedor. (N. del T.).
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2) Es peligroso atiborrar los cerebros infantiles con cosas tan complicadas como
todas esas integrales.

Pero {quién ha hablado de integrales?

3) i¢Te lo imaginas?! iHace que los ninos estudien teoria de la probabilidad! iLos
ninos se enfrentan con toda facilidad a temas que muchos adultos con un nivel
educativo superior no llegan a comprender! Siempre he dicho que no conoce-
mos realmente el potencial de nuestro cerebro, sobre todo en los primeros anos
de vida.

Querido observador entusiasta: me temo que te equivocas. No estudiamos teoria
de la probabilidad, aunque si es verdad que observamos ciertos fenémenos rela-
cionados. (Es parecido a lo que haces cuando estas en la parada de autobus in-
tentando adivinar cual llegara primero).

4) De pequenos, los ninos normalmente tienen una memoria y una capacidad de
aprendizaje excelentes. Ademas, realmente prestan atencion a lo que dicen los
adultos, por lo que habria que proporcionarles toda la informacion posible. Mas
tarde, cuando mejore su capacidad de pensamiento critico y no quieran hacer
cosas que para ellos no tienen sentido, tendriamos que darles mas tiempo para
la reflexion y anadir la motivacion a su aprendizaje.

Saqué esta opinién de internet. Pertenece a un profesor universitario, neurofisiélogo.
Como no voy a revelar su nombre, permitame el lector expresar mi sincera opi-
nion: esta chorrada ni siquiera merece respuesta.

5) No veo por qué habriamos de atiborrar las cabecitas infantiles con tanta tonteria.
Dejadlos en paz. iDejad que tengan una infancia normal!

Este interlocutor plantea dos asuntos: las “tonterias” y la “infancia normal”. No voy
a discutir sobre tonterias. Al fin'y al cabo, todo es cuestion de gustos. Hice con los
nifos lo que me gusta hacer a mi personalmente y me parece que este aspecto
de nuestras clases es muy importante.

Cuando mis articulos vieron la luz, me encontré inesperadamente jugando un papel
totalmente ajeno a mi forma de ser: el de consejero. Recibi cartas de padres. En una
de ellas, una madre escribia lo siguiente (de forma muy sentida): “Odio las matema-
ticas desde que era pequefa, pero sé que son muy importantes para el desarrollo
intelectual de los nifios. ¢Podria darme algunos consejos sobre cémo hacer activida-
des matematicas con mi hijo?”".

Afortunadamente, en este caso sabia lo que tenia que responder. “Si las odia, no
haga nada sobre matematicas con su hijo. Haga con él solo aquello que a usted le
guste hacery sera divertido para ambos. Por ejemplo, si le gusta la reposteria, hagan
pasteles juntos”. Lo Unico que me preocupaba era que se sintiera ofendida por mi
respuesta; tal vez pensara que no la consideraba lo bastante inteligente.
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En lo que si discrepo es en lo de la “infancia normal”. Imaginemos la siguiente esce-
na. Estamos sentados a la orilla de un rio observando a una avispa hacer un agujero
en la arena compacta. Cuando termina se aleja volando y al rato vuelve con comida
suficiente para alimentar a su futura progenie, es decir, araias paralizadas. Entonces
pondra los huevos dentro de sus presas y tapara el hoyo. El famoso bidlogo y etélogo
Nikolaas Tinbergen demostré que las avispas se guian utilizando objetos como refe-
rencias. Pongamos un zapato a la derecha del nido y una concha a la izquierda, y
cuando la avispa se marche, desplacemos ambos objetos a un metro del nido. Tin-
bergen descubrid que cuando la avispa regresa, un par de minutos mas tarde, no
aterriza junto al nido, sino a un metro de él, entre el zapato y la concha.

Hicimos el experimento y fue acogido con entusiasmo no solo por nuestros hijos,
sino también por los demas nifios que habia en la playa. (Resulta interesante des-
tacar que a ninguno se le ocurrio pisar a la avispa). ¢Se corresponde esta forma de
divertirse con tu idea de una infancia normal? Para Tinbergen supuso el Premio
Nobel, lo que podria llevar a nuestro entusiasta observador numero 3 a decir algu-
na bobada pomposa sobre prodigios que llevan a cabo experimentos ganadores
del Nobel.

Si algo inculqué a esos nifos fue la idea de experimentar con todo abiertamente y
con interés. Siempre recordaré las palabras de mi gran amigo Andrei Toom, extraor-
dinario matematico y profesor. Las cito, no como un halago hacia mi, sino por la
hermosa descripcion que hace del ideal educativo al que todos debemos aspirar: “Lo
que les ensefias no son matematicas, sino una forma de vida”.

Breve historia de nuestro Circulo

La primera sesion de nuestro Circulo tuvo lugar de forma bastante casual el 23 de
marzo de 1980. Las clases con los chicos se prolongaron durante cuatro afios con
bastante regularidad. Por aguel entonces, mi hija habia crecido y creé un segundo
Circulo con ella y sus amigos que durd dos afios. Hubo algunos intentos de crear
Circulos con otros nifios, pero ninguno de ellos fructificd. Yo simultaneaba el desarro-
llo de aquella actividad con mi trabajo habitual (que no me llenaba en absoluto; ver
pagina 32). De vez en cuando colaboraba dando clases magistrales en calidad de
“maestro” visitante.

Sin embargo, en un determinado momento reuni el coraje suficiente y me puse a dar
clases en colegios. Comenceé dirigiendo un Circulo en el colegio de Dima. Tras varias
experiencias similares mas, hice algo alocado: me tiré de cabeza a la ensefianza a
tiempo completo en un colegio de Moscu, donde puse a prueba un curriculo experi-
mental durante un mes. Antes de aquello me comportaba como un intelectual arro-
gante, siempre criticando a los profesores y a los centros escolares, y siempre dan-
doles sabios consejos. Sin embargo, aquel experimento en mis propias carnes me
abrio los ojos. Vaya que lo hizo, pero estoy adelantando acontecimientos.
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Un suceso importante para este relato tuvo lugar cuando una amiga de la familia, la
conocida psicolinglista Revekka Frumkina (a cuyos congresos domésticos yo mismo
habia asistido'), tras leer mi diario, me llevo a las oficinas de la revista Znanie-Sila
(Saber es Poder), que poco después publicd mis dos trabajos sobre el circulo (n.° 8,
1985, y n.° 2, 1986). Hubo un tercer trabajo que no tuvo la inesperada acogida de los
dos primeros. Vadim Levin, extraordinario poeta y profesor infantil, llegd a decirme
que para él eran clasicos de la literatura educativa. ¢Qué ocurrié con ellos? Pasado
un tiempo, ambos trabajos aparecieron publicados en inglés en The Journal of
Mathematical Behavior (n.° 2, 1992, y n.° 2, 1993). Después fueron publicados en
cuatro sitios web diferentes, si no me equivoco. Luego los reimprimio la revista rusa
Educacion Prescolar (mayo y julio de 2000) comentados por Vadim Levin e incorpo-
rados a su libro Lecciones para padres (Moscu, Folio, 2001). Mas recientemente, la
editorial September First publicd un cuadernillo titulado La educacion en casa para
ninos con el mismo texto. Desgraciadamente, el nombre de Levin no aparece en al-
gunas de las publicaciones (especialmente en las digitales), de modo que parece
qgue algunos halagos que me hace Levin los hubiera hecho yo mismo. Resulta com-
plicado rectificar la situacion.

Eran los primeros afios de la perestroika'®. Nuestro gran amigo Stepan Pachikov or-
ganizd un club de informatica para nifios en Moscu. Los ordenadores los dond el
campeon mundial de ajedrez Gari Kasparov. En aquella época (1986) probablemen-
te fuera el Unico sitio en toda la Unién Soviética en el que los nifios tenian acceso a
ordenadores. Como era de esperar, me confiaron uno de los grupos de menor edad.
Le siguieron campamentos informaticos de verano en Pereslavl’-Zaleski y otro de in-
vierno en Zvenigorod. Se formd otro club de informatica para nifios, Zodiac. Me cues-
ta recordar todos los detalles. Estaba muy solicitado y todo el mundo me consideraba
un experto en matematicas a nivel de educacion prescolar.

En un momento dado me incorporé al llamado Equipo Cientifico Temporal Escuela-1,
predestinado a preparar una reforma de todo el sistema escolar. El director formal de
este grupo era el académico Velikhov, pero su lider real era Alexei Semenov. Entre
nuestras muchas actividades, redactamos el libro de texto Algorithmica (para alum-
nos de 12 a 15 afios). Sus autores por orden alfabético (en ruso) son A. Z. Zvonkin,
A. G. Kulakov, S. K. Lando, A. L. Semenov y A. K. Shen. Tras varias publicaciones mi-
meografiadas, la editorial Drofa publicé varias ediciones, la primera de ellas'® en 1986.
Algunas de las primeras materias que ensefiamos en nuestro Circulo presentaban
una forma un poco mas complicada que las del libro. Cuando me enteré de que el

™ Los “congresos domésticos” de la era soviética eran reuniones de intelectuales que se llevaban
a cabo en la casa de alguno de los participantes. En ellas se hacia trabajo muy serio al margen del
control de las autoridades.

' E| conjunto de reformas, emprendidas por Gorbachov, que llevaron con el tiempo a la disolucién
de la Union Soviética.

'® La ultima edicién sali6 a la luz en 2006: A. K. Zvonkin; S. K. Lando; A. L. Semenov: Informatica,
Algorithmica: Textbook for 6th-year students. Moscu, Prosveshchenie (publisher); “Education”.
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curso habia sido elegido para alumnos de primer afio de una universidad americana
me hizo gracia.

* * *

La direccién de mi vida cambid de manera sorprendente en aquel momento, dio un
giro relacionado con el Circulo, aunque de forma indirecta. En 1989 dejé mi trabajo
en el Instituto de Investigacion y Desarrollo para la Automatizacion de la Industria del
Gas vy el Petréleo de la Union Soviética. Aquellos que vivieron el periodo soviético
saben lo que eran esos lugares: institutos de investigacion aplicada de tercera cate-
gorfa, con guardias que controlaban la asistencia y misiones anuales a un koljés’
como parte del trabajo. Relaciones cordiales y positivas con otros colegas en la mis-
ma situacién que tu realizando un trabajo aburrido e inutil (en la actualidad, las mis-
mas personas llevan a cabo trabajos que si merecen la pena, pero en otros lugares).

Yo odiaba aquel trabajo, pero no tenia posibilidad de encontrar otro. Entonces, de
repente, fui a dar en el Consejo Cientifico de Cibernética de la Academia de las Cien-
cias de la URSS, formando parte de un equipo cuya funcion consistia en introducir la
informatica en el curriculo escolar. Creo que nuestros resultados dejaban mucho que
desear, pero en aquella época rebosabamos entusiasmo y estabamos tan emocio-
nados con el trabajo que a veces llegabamos al limite del agotamiento fisico. Dejan-
do a un lado las fuerzas de la Historia, en lo que concierne a la historia de mi vida
queda claro que, sin el Circulo, jamas habria conseguido aquel maravilloso trabajo.

Continué dedicandome a la investigacion matematica. Me refiero a que continué in-
vestigando en el area de las matematicas al tiempo que realizaba mis investigacio-
nes en ensefanza, pero la direccién de mi trabajo cambi¢ radicalmente. Contribuyo
a este cambio, entre otras cosas, el hecho de que en el campamento de informéatica
en Pereslavl'-Zaleski del que he hablado antes coincidi con dos colegas tan entusias-
mados como yo con mi nuevo objeto de interés en esta area: Sergei Lando y George
Shabat. Comenzamos a trabajar juntos y nuestra colaboracion sigue funcionando a
fecha de hoy: nuestra monografia conjunta con Sergei Lando fue publicada en 2004
por Springer-Verlag y la traduccién al ruso vio la luz en 2010.

En 1990 visité Francia por primera vez. De haber seguido en mi anterior trabajo ha-
bria sido inconcebible viajar al extranjero, pero en el Consejo de Cibernética la situa-
cion era totalmente distinta. Por aquella época yo aun no conocia a mis colegas en
mi nuevo campo de investigacion, asi que aquel viaje me sirvié para orientarme. En
Burdeos conoci a otras personas con intereses similares a los de mi trabajo. Fui a
aquella ciudad una vez y repeti; después me invitaron a ir como profesor visitante
durante un afio. Al final, me quedé alli definitivamente como catedratico. Es curioso
que el hecho de que yo ahora sea profesor en Burdeos se deba en gran medida al
circulo matematico para nifios que fundé hace afios.

" Granjas colectivas. Zvonkin se refiere a trabajo regular “voluntario” que era requerido por el Go-
bierno.
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Mis lectores, como personas inteligentes que son, adivinaran enseguida a quién
debo mi agradecimiento en primer lugar: a los nifos. Cuando era joven, mis padres
me daban mucho la tabarra con: “Cuando tengas hijos lo entenderas”. Aquello me
ponia furioso. ¢Qué es eso tan especial que hay que entender? Hijos, vaya cosa. Todo
el mundo los tiene, ¢y qué?

¢Cémo iba a saber yo por aquel entonces que tener hijos te hace ver el mundo de
una manera totalmente distinta? Estoy seguro de que algunas personas, mas imagi-
nativas, son capaces de intuir esto. Tal vez para ellas, los cambios no sean tan extre-
mos, pero en mi universo personal mis hijos fueron como un big bang y les doy las
gracias.

Les estoy profundamente agradecido a todos los niflos que participaron en nuestros
circulos. Cuesta imaginar lo mucho que he aprendido de ellos. Si me gustaria decir-
les algo: sinceramente, siempre traté de repartir mi atencion por igual entre todos
ellos y lo mejor que pude, aunque me temo que no siempre lo consegui. Sin embar-
go, si alguno me guardara rencor por ello, lo Unico que puedo decirle es: “Cuando
tengas hijos lo entenderas”.

Le estoy muy agradecido también a mi mujer, Alla Yarkho. En primer lugar por los
hijos que tuvimos —seria dificil sobrestimar su parte del trabajo— y en segundo lugar
porque fue a ella a quien se le ocurrié la idea del circulo. Resulta evidente que el
programa es tan suyo como mio. Le estoy agradecido tanto por su apoyo moral como
por su insistencia posterior en que deberia preparar el diario para publicarlo. Ni que
decir tiene que a lo largo de todos estos anos ha hecho las veces de correctora de
pruebas, editora, asesora y, por supuesto, lectora entusiasta.

Revekka Markovna Frumkina fue quien me “lanzd”. Gracias a ella, nuestra empresa
familiar se hizo popular. Rita Markovna, como la conocen sus amigos, es la madrina
de numerosos proyectos interesantes; entre ellos, este. Las conversaciones que tuvi-
mos al respecto me ayudaron a aclararme las ideas.

Alexei Semenov no fue solo mi supervisor oficial en el Consejo de Cibernética, sino
que también actué como un “sabio consejero” (aunque sea mas joven gue yo). Su
conviccion de que mi trabajo merecia llegar a un publico mas amplio termind por
persuadirme.

Alexander Shen fue una de las primeras personas que leyeron mis cuadernos ma-
nuscritos y me insto reiteradamente a que los publicara. Al final, cansado de que lo
postergara continuamente, reunié un equipo entre estudiantes de secundaria y uni-
versitarios para que mecanografiaran y pasaran a formato impreso la primera version
de este libro. Vladimir Lugovkin, en particular, hizo un grandisimo trabajo. Llegado a
ese punto ya no tuve mas remedio que editar el libro y, de nuevo, el indispensable
Shen me ayudé instalando la version rusa de LaTeX en mi ordenador francés, aho-
rrandome con ello afios de trabajo.
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La lista de agradecimientos dista mucho de acabarse. De hecho, ni siquiera he em-
pezado como es debido, pero si sigo, seguro que el lector terminaré por saltarse esta
parte, asi que seré breve. Les estoy profundamente agradecido a todos aquellos con
quienes discuti sobre este libro, ya fuera largo y tendido o brevemente, y a los que
me animaron con su interés. iGracias a todos, amigos!

* % %

En Moscu, en la calleja Bolshoi Vlassievskii Lane, cerca de la calle Arbat, se encuen-
tra el edificio que acoge a una muy destacable institucién que ya se ha hecho tre-
mendamente popular entre matematicos de todo el mundo. Se trata del Centro para
la Educacion Matematica Continua de Moscu (MCCME)'®. Lo de “continua” significa
que es “para todas las edades”. Se compone de una editorial, la Universidad Inde-
pendiente de Moscu y una escuela de posgrado. Ademas, se encarga de la organi-
zacion de numerosas olimpiadas y competiciones matematicas para estudiantes
de secundaria, asi que ¢por qué no incluir nifios de prescolar? Me alegra y enorgu-
llece que mi libro fuera publicado por el MCCME.

Ademas, en un lugar asi, uno se topa por fuerza con viejos amigos. Uno de ellos,
Vadim Bugaenko, fue el responsable de la edicién del libro en sus fases iniciales,
aungue no fuera su obligacion directa. Su ayuda resultdé nuevamente impagable con
la segunda y tercera ediciones rusas, asi como con la version inglesa. Con frecuen-
cia, los lectores suelen atribuir todo el mérito al autor sin darse cuenta de la comple-
jidad y las multiples facetas del proceso de publicacion.

Le estoy muy agradecido a todo el equipo v, especialmente, a Mikhail Panov, quien,
entre otras cosas, realizd todos los dibujos. (Los expertos sabran apreciar su habili-
dad para dibujar imagenes reales con el programa METAPOST, concebido inicialmen-
te como herramienta para dibujar imagenes gréaficas para trabajos cientificos).

Por, ultimo aungue no por ello menos importante, quiero mencionar el extraordina-
rio papel que han jugado mis colegas americanos Paul Zeitz y Silvio Levy, asi como
todo el departamento de publicaciones del MSRI. Les traslado también a ellos todo
el agradecimiento dedicado anteriormente a mis ayudantes rusos. Finalmente, me
gustaria mencionar el importante papel de la Sociedad Matematica Americana
(American Mathematical Society, AMS) al poner en marcha la edicion americana
de este libro.

Descargo de responsabilidades

En primer lugar, no todos los problemas y acertijos que aparecen en el libro son
creacion mia. Proceden de diferentes fuentes, entre ellas libros de psicologia y mate-
maticas recreativas, y también de amigos. Dejé algunos en su forma original y trans-
formé otros, de forma sustancial en algunos casos, durante el transcurso de las se-

'® Consultar www.mccme.ru. La pagina esta en ruso, pero hay una parte sustancial traducida al inglés.
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siones. Algunas de mis fuentes se me olvidaron hace tiempo. Otras se perdieron
cuando me fui a vivir a Francia. En el caso de algunos problemas ya ni siquiera re-
cuerdo si los tomé prestados o son mios realmente. Para pagar esta deuda con el
mundo, permito a todos que los usen y me comprometo a no denunciar a nadie por
plagio. Antes bien, me alegrara saber (incluso me sentiré orgulloso de ello) que mis
invenciones se incorporan a la tradicion educativa.

En segundo lugar, mis historias no son relatos transcritos literalmente. Estan escritas
a partir de mis recuerdos y no siempre resulta facil discernir lo que los nifios dicen
cuando hablan todos a la vez. Estoy seguro de que se me habran pasado cosas y
otras las habré interpretado mal; en cualquier caso, creo que esto es algo mas o
menos obvio.
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